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Problema 1. 

Pe mulţimea 𝐺 = (0,2) definim legea de compoziţie: 

𝑥 ∘ 𝑦 =
𝑥𝑦

𝑥𝑦−𝑥−𝑦+2
, (∀) 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺. 

a) Să se arate că (𝐺,∘) este grup abelian. 

b) Să se arate că funcţia 𝑓: (0,2) → (0,∞), 𝑓(𝑥) =
𝑥

2−𝑥
 , este un izomorfism de grupuri de la 

grupul (𝐺,∘) la grupul (ℝ+
∗ ,∙). 

c) Să se calculeze 𝑥 ∘ 𝑥 ∘ … ∘ 𝑥⏟        
𝑛 𝑜𝑟𝑖

 ; 𝑥 ∈ 𝐺, 𝑛 ∈ ℕ∗. 

d) Să se determine părţile stabile finite ale lui 𝐺 în raport cu operaţia „∘”. 

 

Problema 2.  

Fie (𝐺,∙) un grup de ordinul 2014 şi 𝑓, 𝑔 două endomorfisme ale sale, cu proprietatea că 𝑔 

este injectivă şi 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥3), pentru orice 𝑥 ∈ 𝐺.  

a) Arătaţi că (𝑥𝑦)3 = 𝑥3𝑦3, (∀)𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺. 

b) Arătaţi că 𝐺 este ciclic. 

 

Problema 3.  

Fie 𝑓, 𝑔:ℝ → ℝ două funcţii derivabile care au proprietatea că funcţia 𝑓 + 3𝑔 este o 

primitivă a funcţiei 2𝑓 − 𝑔, iar funcţia 5𝑓 − 6𝑔 este o primitivă a funcţiei 10𝑓 + 2𝑔. 

a) Arătaţi că 𝑓′(𝑥) − 2𝑓(𝑥) = 0, (∀) 𝑥 ∈ ℝ. 

b) Determinaţi funcţiile 𝑓 şi 𝑔. 

 

Problema 4.    

Fie 𝐼𝑛 = ∫ 𝑥𝑛𝑒𝑥𝑑𝑥
1

0

 şi  𝐾𝑛 = ∫ (𝑡𝑔𝑥)𝑛𝑑𝑥

𝜋
4

0

  , 𝑛 ∈ ℕ∗ . 

a) Arătaţi că lim
𝑛→∞

∫ 𝑥𝑛𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

0

= 0, unde 𝑓: [0,1] → ℝ este o funcţie continuă oarecare. 

b) Calculaţi lim
𝑛→∞

𝑛𝐼𝑛. 

c) Calculaţi lim
𝑛→∞

𝐼𝑛
 𝐾𝑛
. 

 

Timp de lucru 3 ore.  

Fiecare problemă este notată cu 7 puncte. 


